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Definições 


Chama-se VOLUME toda porção limitada do 
espaço. 

Chama-se ESPAÇO o meio em que se move a terra 
e todos os outros astros. 

O que separa o volume do resto do espaço é 
uma SUPERFICIE. 

Quando duas superficies se encontram. sua parte 
commum é uma LINHA. 

Quando duas linhas se encontram, sua parte 
commum € um PONTO. 

Os volumes, superficies e linhas, chamam-se 
FIGURAS. 

A geometria é a sciencia da extensão: é a 
sciencia que tem por objecto o estudo das proprie- 
dades das figuras. e por fim especial a medida da 
sua extensão, 

Diz-se que duas figuras são IGUAES. quando co- 
incidem em toda sua extensão. 

Duas figuras são SEMELHANTES, quando têm a 
mesma fórma, sem terem as mesmas dimensões. 

Por menor que seja um corpo, elle extende-se 
em todos os sentidos; consideram-se habitualmente 
i tres dimensões: COMPRIMENTO, LARGURA € ALTURA. 

u. chamada, ás vezes, ESPESSURA Ou PROFUNDIDADE. 


O VOLUME é x extensão considerada sob tres di- 
mensões. 
- A SUPERFICIE é a extensão considerada sob duas 
dimensões. j 
A LINHA é uma extensão considerada sob uma só H 
F . dimensão. é H 
A mais simples das linhas é a LINHA RECTA, (") 


de Dr. Friedrich Reidt, professor do Gym- 
nasio 2 EN Taka recta não pode ser definida. Da 
idea de « direcção » seguesca de línha recta. 


- A 


== 
jade é ser a mais curta distancia entre 
ade © 


de seus pontos. , = aci 
De um ponto à outro, só se pode traçar uma linha 


recta; duas linhas rectas, pee pontos communs, 
co QUEBRADA OU POLYGONAL, à li- 
nha formada por varias do LINHA CURVA, à 
fo é a mebrada. 

hi en ene sansiferat a linha curva como 
sendo o limite para o qual tende uma linha polygonal 
de um numero infinitamente grande de lados infinita- 
mente pequenos. 

Chama-se SUPERFICIE PLANA OU PLANO, toda super- 
ficie sobre a qual, sendo tomados dcis pontos arbitra- 
rios, a linha recta, que une estes dois pontos, se acha 
inteiramente contida, 


Uma superficie POLVEDRICA ou QUEBRADA é uma 

superficie formada por varios planos differentes. 

2 Uma superficie, que não é nem plana nem po- 

"Jeden, € uma SUPERFICIE CURVA. 
Tambem podemcs considerar a superficie curva 

como sendo o limite de uma superficie polyedrica de 


um numero infinitamente grande d infini 
ran a- 
mente pequenas. e faces infinita 


cuja propried 
dois quaesquer 


Um ÂnguLo é a fi 


que se encontram. O gura formada por duas rectas 


Ponto de encontro se chama 


— T — 


Assim, as duas rectas AB e AC formam um 
angulo tendo seu vertice em A. 

Um angulo se designa pela l:tra do vertice, ou 
por tres letras, tendo o cuidado de collocar a 
letra do vertice no meio. Logo, dir-se-ha o angulo A, 
ou o angulo BAC. 

Esta ultim denominação deve ser necessaria- 
mente empregada, se existem, dois ou mais angulos 
tendo seu vertice no mesmo ponto . 

O tamanho de um angulo não depende do compri- 
mento dos seus lados, que se deve suppör prolongados 
infinitamente, mas sim do seu afastamento. 

Quando dois angulos têm um vertice commum 
e um lado commum intermediario, diz-se que são 
ADJACENTES ; taes são os angulos ABC, CBD. 


c D 


A B 


Uma linha recta AB é PERPENDICULAR sobre uma 
outra recta CD, quando forma com esta dois angulos 


A 


c 
B 


adjacentes, ABD e ABC, iguaes. Estes angulos cha- 
mam-se ANGULOS RECTOS. 

Se uma recta forma com uma outra dois angulos 
adjacentes desiguaes, diz-se que É OBLIQUA em relação 
a esta. 


— B— 

Um angulo menor do que um angulo recto è um 
ANGULO AGUDO; um angulo maior do que um angulo 
recto é um ANGULO OBTUSO. 

Dois angulos são COMPLEMENTARES, quando sua 
somma vale um recto, € SUPLEMENTARES, quando 
sua somma vale dois rectos. 

Chamam-se PARALLELAS duas rectas que, situadas 
no mesmo plano, näo se encontram por mais que se 
as prolongue. 3 

Chamam-se ANGULOS OPPOSTOS PELO VERTICE , 
dois angulos taes que os lados de um delles estejam 
no prolongamento dos lados do outro. 

A BISSECTRIZ (bis, secare) de um angulo, é a recta 
que, passando pelo vertice, divide o angulo ao meio. 

k Uma figura plana, limitada de todos os lados por 
linhas rectas, é um POLYGONO ; o conjuncto dessas li- 

nhas © O PERIMETRO do polygono. 
Um polygono é CONVEXO quando não póde ser 
Pee por nenhuma recta em mais de dois pontos 
ambem chamamos SUPERFICIES Er 
pódem ser cortadas por Só que não 
dois pontos. Por nenhuma secante em mais de 
Uma linha quebrada ou curva 


isto €, que não tem tod 

mesmo plano, chama-se al situados no 

De m TRIANGULO É um SEA, 

a Ingue-se entre og triangulo: x 
DSCHLES, © RECTANGULO! 5: O EQUILATERO, O 


ique não é plana, 


(STS 


O RECTANGULO, que tem seus angulos rectos, sem 
ter os lados iguaes : 

© PARALLELOGRAMMO. cujos lados oppostos são 
parallelos ; 

O LOSANGO, que tem seus lados igunes, sem ter 
os angulos rectos ; 

O TRAPEZIO, em que dois lados, sómente, são pa- 
rallelos. 

Chama-se DIAGONAL de um polygono a linha recta 
que une os vertices de dois angulos deste polygono 
não adjacentes ao mesmo lado. 

AXIOMA é uma verdade evidente por si mesma. 

THEOREMA é uma verdade que precisa de uma 
explicação, de um raciocinio, que chamamos DEMONS- 
TRAÇÃO. 

COROLLARIO é uma consequencia de um theorems. 

O enunciado de um theorema compõe-se de duas 
partes: 

a HYPOTHESE ou supposigio, e a CONCLUSÃO ou 
THESE. 

Trocando, no enunciado de um theorema, a hy- 
pothese pela conclusäo, e a conclusäo pela hypo- 
these, forma-se a RECIPROCA do primeiro theorema. 

A reciproca nem sempre é verdadeira : por exem- 
plo, todos os angulos rectos são iguaes, mas nem 
todos os angulos iguaes sao rectos. 

Designa-se sob o nome commum de PROPOSIÇÕES 
aos theoremas e tambem aos PROBLEMAS, isto é, ás 
questões que pretendemos resolver. 


Perpendiculares € Obliquas 


Theorema 1.— D'um ponto O tomado sobre uma 
recta AB, podemos tragar uma perpendicular, € 
uma só, 


D 


4 


A o B 


Tracemos pelo ponto O uma recta OC qualquer, 
fazendo com AB dois angulos desiguaes, e seja AOC 
© menor destes dois angulos. e 
A Se fazemos girar a recta OC em torno do ponto 

até que venha applicar-se sobre OB, haverá um 


momento em que o angalo AOC será maior do que o 
angulo COB, Logo, haverá uma Posição OD du Aa: 
aa gual ella fará com AB dois angulos iguaes: OD 
AB. 
Outrosim, O Ca unica ii 
erpen 

pe e Pelo ponto O sobre Ä A Fe es 
de A ae WS A fado ou para O outro, aigualda- 
FR se perpendicular, e DOB desapparece, e OD deixa 
orollario ; — Todosos 
Sei angulos rectos são i B 
a A CD perpendicular sobre Rene É 


TT a A, 


recta GH perpendicular sobre EF : digo que o angulo 
recto FGH é igual ao angalo recto BCD. 

Appliquemos EF sobre AB de tal modo que o 
ponto G caia em Cscomo, de um ponto sobre uma 
recta só se póde traçar um: perpendicalar sobre esta 
recta, GH tomará a direcgäo CD, e os angulos FGH e 
BCD coincidirão. 

Theorema 2.— Quando uma recta OC encontra 
uma outra AB, aquella forma com esta dois angulos 
adjacentes, COA e COB, supplementares, 

Tracemos a perpendicalar OD sobre AB. O an- 
gulo BOC vale um recto, mais o angalo DOC ; logo os 


> D 


| 
| 


A o B 


augulos BOC e COA valem juntos um angulo + 
mais a somma dos angalos DOC e COA. 

Ora, esta ultima Somma É igual ao augalo recto 
DOA: logo, a somna dos angulos BOC e COA é igual 
a dois rectos 

Corollario : — Quando um dos anwalos formados 
pela recta OC com AB é recto, o outro angulo 
tambem o é. . 

Corollario: —A somma dos angulos formados 


D E 


A c 
de um mesmo lado de uma recta AB, 
traçadas do mesmo ponto C,éiguala de 


== 


a dos angulos 
E ito, o angulo DCB, somma 
DCE ee bj É o supplemento do angulo ACD. 


lo dois angulos adjacen- 


— Quand! 
En seus lados exte- 


tes ABC e CBD são supplementazes, 
riores estäo em linha recta 
ABC + CBD = 2 rectos. 

4 | i Se BD não estivesse no prolongamento, de AB, 

e fosse BE esse prolongamento: teriamos 
Í i ABG + CBE = 2 rectos. 

ogo, 
y ABC + CBD = ABC + CBE 

ou, supprimindo o termo commum ABC, fica 

CBD = CBE 

-| 2° preciso, pois, que BD coincida com BE para 
| que esta igualdade persista. 
1 


Ora, BE, por constracção, estandı 
mento de AB, é claro que o mesmo EE 
Ea : 
© de um angulo dado, 
além do vertice. 


Para obter-se o 


i 
É =>: E) 
A 


O TT ae 
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_ Se dois angulos adjacentes sã 
as suas bissectrizes são ies ia 


D 
K va 


A Es © 


2m-+2n=2r 
m- n = 1 recto 
logo, KBV = 1 recto- 
~ _ „ Theorema 3.—Os angulosoppostos pelo vertice 
sao iguaes. 


E 


c 


AKB + AKC = 2 rectos 
CKD + AKC = 2 rectos 


AKB + AKG=CKD+ AKC 


itl 


polygonal convexa € 


— Uma linha E E 
Theorem A a envolve ate que tenha as m: 
maior do que to e a primeira. 


mas extremidades do qu 


A D 


Seja a linha polygonal ABCD,e uma outra, AEFD, 
tambem polygonal, porém, envolvendo a primeira. 

Sejam A e D as extremidades communs. Prolon- 
guemos AB até K, e BC até V. 


Temos 
ABBKAEŁEK 
BCHEV<BK+HKFHFY 
CD-cv+vp 


embro a membro estas tres desi- 
mo sentido, achamos : 


ARES SCVSCDSAESEKABKLKPLEVLCV-LVD 
eliminando as Partes communs ER ecv, 
oa CECE gr 
AB+BC4CD 
sane é Hm conjuncto de pontos 
Aa $ pontos, ©, à exclusão de 


Sommando m 
gualdades de mes; 


vem; 
V+VD 


SAELEFLFD 


ela + 


* por hypothes 


=f = 


Theorema 5.— A perpendicular, traçada pelomeio 
de uma recta limitada, é o logar geometrico dos pontos 
do plano que distam igualmente 
das extremidades da recta con- 
siderada. 

Seja AB uma recta limitada, 
K o meio de AB,e KV a per- 
pendicular em K, Unindo o ponto 
V ao ponto A e ao ponto B, digo 
que VA=VB. 

Considerando a parte V K B da 
figura, fazendo-n'a girar em torno 
de VK como eixo. os angulos em 
K sendo iguaes, KB tomará a direcção K A, e, como 

KB=KA, o ponto B cahiráem A: 
logo, V B coincidira com V A. e 

Se tomassemos o ponto V 
fóra da perpendicular dis 
tancias V B e V A seriam des- 
iguaes. 

O ponto V estando fora da 


v 


) da figura é VA que 
perpendicular, Já de- 
monstramos que o ponto K si- 
tuado sobre a perpendicular 
distava igualmente de A e de | 
B. Logo, 


KA = KB 


Theorema 6.— D'um ponto tomado fóra de uma 


SSA 


—10= 


recta podemos tragar uma perpendicular sobre esta 
e Seja um ponto K fóra da recta 
x AB. Traço uma obliqua qualquer 
O KA. fazendo com AB um an- 
gulom : do ponto A, traço, para 
baixo de AB, a recta A V, que 
fórme com A Bum angulo igual 
ao angulo m. Tomo AV igual a 

oS AK; uno KV. P 
" Digo que K V é perpendicular 

sobre A B. 

Fazendo girar a porção AOK 
da figura em torno de A B como 
eixo, os angulos em A sendo 
iguaes, AK tomará a direcção 

AV, e como AK= AV, o ponto K cahira em V. 
Como nessa giração o ponto O estava no eixo, OK 
veio € incidir com OV, Logo os angulos KOA e 
VOA são iguaes: OA é perpendicular sobre KV, e 
ae KV pais sobre AB. 
igo que KV éa unica perpendicula 
possa frase ponto K sobre er que se 
se fosse perpendic u 
seriam tectos, RAE DAY sera los alg 
c è $ g adja- 
stores A AAN Pe aan; pois, seus lados exte- 
rectade Ka Vs ¿ie Já traçamos K V, linha 
' a Y; e indispensavel, poi 7 
incida com KOV, + pois, que K A V co- 
Logo, a recta KA 
perpendi, « QUE Suppomos fos 
perpendicular sobre A B, Slane cam anes tambem 


Logo, ha só uma perpendicular 


Ly re.’ © varias obli A 
co A É menor do que Gane 


O Pete, Sigmar igualmente 
mente do pá da ie se afasi 4 
ame, PC que ge ain al: 


Erin = 


1% Seja KO a perpendiculare KA x obliqua. 
Vou demonstrar que KO € menor do que KA. Tomo 
k © meio de O A; deste meio, 
Y, trago a perpendicular 
VP; já sabemos que 
12 PA=PO 
mas KO<KP—PO 
ou KO<KP+PA 


ou - KO<KA 

o v A 

2°) Sejam KA e KB duas k 
obliquas taes que OA = OB. Já 
sabemos que KA = KB, pois, o 
ponto K pertence à perpendicular 
no meio de A B. e" 

3°) Sejam KA e KB duas 
obliquas que se afastam desigual- 
mente do pé da perpendicular. a o B 


Tomemos o meio V, 
K de AB; deste ponto trace- 
mos VP. 
Já sabemos que PAPB. 
Ora, 
KAZKP+PA 
KA<KP+PB 
KA <KB 
As obliquas iguaes for- 
mam angulosiguaes com a 
perpendicular. 
o LIRA A mais curta linha que 
traçar de um pontoa uma recta, éa per- 
SE reaR a EE recta. D’um ponto a uma recta só 
se pódem traçar duas obliquas iguaes. 


Theorema 8.— A somma das distancias a ium 


ponto K, tomado no interior d'um triangulo, 
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dades d'um luto AB, < menor do que a somma 
tremid d'um tat , 
dos dois outros fados do triangulo. 


B 
A 


Seja o ponto K no interior do triangulo ABC: 
prolongo A K até V 


AV ACHCV 
KB KVivB 
Sommando, temos 
AV+KB ACECVEKVG VE 
AK + KV+KB AC+CViKViveB 
Supprimindo o termo commum K V, vem: 
AK+ KB ACiCVive 
E 


os 


AK+KB-ACHCH 
D'um modo anal 3 
metro de um polo oe ea que o peri- 


metro d'am outro Polygono envolvendo ore 


Triangulos 
+ s 


Um triangulo é uma figura’ plana limitada por 
tres rectas; é o mais simples dos polygonos. E 

Num triangalo devemos considerar seis elemen- 
tos: tres angalos è tres lados. 

Chama-se MEDIANA a recta que une um vertice de 
um triangulo ao meio do lado opposto. Em todo trian- 
gulo ha tres medianas. 

ALTURA de um triangulo é « perpendicular tra- 
gada de um vertice scbre o lado opposto. (Pöde acon- 
tecer que a altura no prolongamento do lado 
opposto.) Em todo triangalo ha tres alturas. 

Já vimos o que é mssrcrriz. O triangulo, tendo 
tres angulos, terá tres bissectrizes. 

Ainda podemos indicar uma linha interessante: 
É à SYMEDIANA, symetrica da mediana em relação 
á bissectriz, Depois de havermos estudado a circam- 
ferencia daremos a construcção da symediana, 

Em todo triangulo ha tres symedianas : ellas se 
cortam num mesmo ponto, chamado PONTO DE LEMOINE, 
e representa-se habitualmente pela letra K. Dir-se-ha, 
pois, ponto de Lemoine, ou ponto K. 

As perpendica traçadas pelos meios dos li- 
dos de um triangulo as tres MEDIATRIZES do trian- 
gulo. Demon-traremos, em momento opportano, que 
ellas se cortam nam mesmo ponto (o centro do circulo 
circamscripto ao triangulo). 


Theorema 9.—Cada lado de um triangulo € me- 
wor do que a somma dos dois outros e major do que a 
sua diferença. 


Seja o triangulo 
ABC.Convencionaremos 
chamar os lados oppos- 

ec 
cu - 


Sih 
ii cta, é menor do que à linha quebrada 

en, kanns extremidades : 

cB<=CA +A B 

bhe 

ambos os membros desta des- 


que $ 
CAB que tem as 


a 


Subtrabindo b a 
igualdade, achamos + 
a—bebpe—b 


ou DE 


ou cra—b 
1 caso d'igualdade, — Dois triangulos são iguaes 
quando tem um lado igual adjacente a angulos respec- 
tivamente iguaes, ‘ 
Sejam os dois triangulos ABC e DEF, tendo o 
lago BC = EF, o angulo B- E e o angulo C =F. 


A 


¿3 CASE ES 
_ Collocando BC sobre EF di 
pa R pag Cem F, os angulos B e E sendo 
RE tomarão a mesma direcção, e o ponto 
qualquer parte da recta ED. O angulo 


FD; o ponto À ders F, CA tomará a direcção de 
direcções ED e FD: logo ur O mesmo tempo nas 
com. Os dois make, É claro, que A coincidirá 

aa galos, coincidindo em toda sua 


€ modo que o ponto B 


2 caso di 
igunes Enio. — Dois triangulos sto 


Fespectivament e el comprehendido 


= is 


Sejam os dois triangulos A BC e DEF taes que 
o angulo B-E, eos lados AB-DE. e BC-EF. 


A 


EN 


B © E F 

Collocando B C sobre EF de modo que B cais 
em E, ¢ o ponto Cem F; 0 a i 
angulo 
BA=ED (por hypothes 
logo AC coincide com D 
em toda sua extensão. 


a direcção ED; como 
+ O ponto A cabirá em D; 
e os triangulos, coincidindo 
iguaes. 


Theorema 10. — Se dois triangulos têm dois lados 
respectivamente iguaes, porém o angulo comprehen- 
dido entre os dois lados do primeiro menor do que o 
augulo comprehendido entre dois lados do segundo, 
o terceiro lado do primeiro será menor do que o terceiro 
lado do segundo 


Sejam os dois triangalos DEF e ABC. taes 
que D AB, DF — A C eoanguloD < angulo A 
Queremos demonstrar que E F < BC, 


Tr: 
igual 20 a 


most AK. formando com AB um angulo 
gulo D, tomemos AK = DF, logo tambem 


> A 
€ 
B 
É F 
K 


iguala AC. Unindo o ponto B ao ponto K, os dois 
triangulos A BK e DEF são iguaes. EF -BK. 

Ora, queriamos demonstrar que EF era menor 
do que BC, basta agora demonstrar que BK © menor 
do que BC. 


> 


-2 — 


cemos A y pissectriz do angulo KAC, euna- 


" E Os doi triangulos V A Ce VAK sãoiguaes, 
pe y 0 VK, Mas, nO triangulo BY K. 
i BK<BV+VK 
ou BK<BV+VC 
ou BK 


ou EF< 


Reciprocamente.— Se dois triangulos tem dois 
sades respectivamente iguaes, porem O terceiro lado 
do primeiro menor do que o terceiro lado do segundo, 
o angulo comprehendido entre os doi primeiros lados 
do primeiro triangulo será menor do que o angulo 
comprehendido entre os dois primeiros lados do se- 
gundo triangulo. 


ce 


D 
4 B 


Sejam os dois tri EE 
DE > AD, DE $ OS ABC, taes que 
Dec + a + 
tango am (any MP lo A, os dois 
Nue € contra a hy, ER © EF sería igual a BC, o 
Se oan y 
lado EF Fe maior do que o angulo A, o 
contra hypothese, ME o lada BC, o que ainda é 
atgulo D no > 
de que ndo 
que qa Ser nem ŠT 
e Bern 


Y caso é 
ie o igualado. — Dois +: 

«Pdo têm os + Dois triangolos são 
iganes, A D Set tres lados Teéspictivamente 


BA RES doi ang, 
ER DRepo “PC CDEF, tace que 
! kan. BF. 1 
Dor do que Angulo D, o- 
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terceiro lado BC do primeiro trian, i 

o galo seria menor d 
quero terceiro lado BF do outro, o que é Sati ky- 
pothese. q 


A D 
B a E F 

Se o angulo A fosse maior do que o angalo D, o 
Jado BC seria ma or do que o lado EF, o que tambem 
é contra a hypothese. 

O angalo A, não podendo ser nem maior nem me- 
nor do que o angulo D, Ihe será igual. E os dois tri- 
angulos terão um angulo comprehendido entre 
lados respectivamente iguaes. Serão, pois, iguaes. 

Casos d'igualdade dos triangulos rectangulos. 
1º — Dois triangulos rectangulos são iguaes quando 
tem a hypotenusa igual e um angulo agudo igual, 


e 
[ESA E 
at B Dd 2 
Sejam os dois triangulos rectangulos ABC e 
DEF, comas hypotenusas BC e EF iguaes e os an- 
gulos B e E iguaes. 
Collocando FE sobre CB de modo que F caía em 
C, e E em B; os angulos E e B sendoiguaes, os lados 
EDeBA tomarão a mesma direcção. Ora, os angulos 
D e A são rectos. e como os pontos F e € coincidem, 


as perpendiculares FD e CA tambem coincidiräo e D 
cahirä em A. Os triangulos serio, pois. iguaes. 


2.º — Dois triangulos rectangulos são iguaes” 
quando têm a hypotenusa igual e um catheto igual. 

Sejam os dois triangulos A BC e DEF, taes que 
CB—FEe AB= DE. ig 


24. — 


AB sobre DE, de modo que Á caía 


Collocando AB sobre Di direcção F D, pois 


sobre D, e B sobre 


E F 


| en 


D 


os angulos em A e em D são rectos, € como B C= EF? 
e podem ser consideradas como duas obliquas iguae 
se afastando igualmente do pé da perpendicular, o 
pontos C e F coincidirão, e os triangulos serão iguaes 
4° caso d'igualdade. — Dois triangulss 
igunes quando têm dois lados respectivamente igus 
e ig angulo opposto ao maior lado dado. 
jam os dois triangulos ABC e D EF taes que 
AB =DE, AC = DF e angulo Be angulo E. 


A 
à -D 
SIEN ID 
€ E K o 


Dos pontos Ae D, traço ri i 
s , tra espectivamente a 
pet arei o e DK, Os dois leeis 
e K têm a hypotenusa igual n 
angulo agudo igual, logo, estes triangulos 5 ihe a 
AH=DK 


BH=EK Q) 


BHEHC=EK4KF 
“©  BC=ER 


los LES, OS 
Em ae c o triangulo é isoceles. 


> ca cn TI. 
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Logo, os dois triangulos ABC e DEF tém os 
seus tres lados respectivamente iguaes — são iguaes. 

Em vez de dar o angulo opposte sò maior 
lado dado, se tivessemos dado o angulo opposto an 
menor dos lados dados, o problema teria sido incerto. 

Mais longe, nos occuparemos detalhadamente 
deste caso interessante, conhecido sob o nome de 
CASO INCERTO. (nos problemas, no Sim da 2 parte) 


Theorema 11. — Em todo triangulo isoceles, os 
angulos oppostos aos lados iguses são iguacs, 


Seja o triangulo isoceles A BC, no qual AB-AC. 


Tragando a perpendicular 
a AK sobre a base, 05 triangu- 
los rectangulos ABK e ACK 
têmia hypotenusa igual e um 
catheto igual, logo elles são 
igunes € o angulo B= ao an- 
gulo C. 
Da igualdade dos trian- 
gulos ABK e ACK tambem 
deduzimos que BK = KC, e 
que os angulos em À são iguaes. 
Logo, no triangulo isoce- 
“les, a altura é ao mesmo tem- 
8 k € po mediana e bissectriz — 
qualquer recta que goze de uma destas tres proprie- 
dades, tambem gozará das duas outras. 


Reciprocamente.— Se um triangulo tem dois an- 
aa Jados oppostos a estes angulos iguaes, 


> rulo B — ai 
Seja o triangalo ABC, em que o angulo o 


angulo C 


K A 


B E c 3 
YV 


Façamos 


girar a triangalo dado em torno de um 
eizo KV 


de modo a rebatel-o em II, Fazendo escor- 
"triangulo ABC sobre o plano, até que B se 
mc C em B, como esses augulos são 
igues, o lado BA tomará a direcção CA, eo lado 
CA a direcção BA, © os pontos A coincidirio. 
Logo. AB=AC, 


Theorema 12. 
maior ame 


-N'um triangulo 


ualquer, a um 
“lo. oppde-se um maior lado. E 


Seja A> B digo que à > b, 
c 
t ka 


Ora. 


AC<CK+KA 
AC<CK+KB 
ACS CB 

b<a 


ou a>b 


Reciprocamente — Em todo triangulo, ao maior 
Jado oppõe-se o maior angulo (figura precedente). 


>b digo que > B, Com efeito. se 


A - ngulo seria is seo lado a = b, o que 
€contra a hypothese. Logo A não pode ser iguala B. 
Si A < B,o lado a,opposto ao menor angalo. seria 


O menor, o que tambem é contra a hypethese. 


Logo A não pode ser menor do que B. 


A não podendo ser nem igual nem menor do que 
B, só poderä ser maior 


Logo, A > E 


Theorema 13.—A bissectriz de um angulo é o lo 
gar geometrico dos pontos do plano que distam igual- , 
mente dos lados do angulo. 
Seja o angulo B, a bissectriz BV. 
B e um ponto K sobre a bissectriz. 

As distancias do ponto K aos 
lados do angulo dadas pelas per- 
pendiculares tragadas de K sobre os 
lados BA e BC, Precisamos. pois, 
demonstrar que K T —KP. 

Os triangulos rectangulos BRT 
oBKP tem a hypotenusa commum 
e os angulos agudos em B iguaes. 
Logo. elles são iguaes. KT é. pois, 

igual a KP. 


© pontok, sendo tomado fora de 
dista igualmente dos lados do angulo. 
KP corta a bissectriz em S, € S 
dista igualmente dos lados doangulo. 
ST=SP 
Unindo K T, notamos que K V- 
nor do que KT, 


perpendicular, é me 


obliqua, 
: KV KT 
mas KT “KS+ST 
ou KT<SKS ASP 
KT KP 
ou, a fortiori 
KV <KP. 


bisssectriz, náo- 


B 


Parallelas 


Chamamos SECANTE toda recta que corta uma 


figura. 


Sejam duas rectas qui y 3 
a nee ctas quuesquer A Be OD. cortadas 


N 
| São alternos-externos. 


são correspondentes, 
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o da secante. 


sin internos do mesmo lad 


são externos do mesmo lado do secante. 


Theorema 14. — Duas rectas perpendiculares a 
ama mesma terceira, são parallel 


Sejam as rectas ABeCD, 


perpendiculares a 


KV 
K 


v 


Se AB c CD se encontrassem num ponto qual- 
quer P, deste ponto poderiamos tragar sobre KV duas 
perpendiculares, o que é impossivel, Logo, o ponto P 
não póle existir, as rectas AB e CD não podem 
encontrar-se; são — parallelas. 


Postulatum d'Euclydes — (Buclydes, geometra 
grego, ensinava em Alexandria, sob o reinado de Pto- 
lomeo I Dee J. Ch.] deixou-nos os ELEMENTOS 
ate Hh tuem, por assim dizer, a base da geometria 

Euclydes pede fue se admitta como evidente, 


EN Be ponto, se pöde traçar uma paralela a uma 


Theorema 15. —Se duas rectas ABe CD são 


u“ 
ti 


=— 3) — 
parallelas, toda recta AE que corte uma dellas, tam- 
bem cortará a outra. 


Seja ABe CD duas paralelas, e suppomos A E 
cortando AB. digo que tambem cortará ED 


Ze o 


E 


D 


cortasse CD seria parallela a 


AB. Logo, ou corta as dars ox não corta nenhuma. 


Theorema 16. — Duas rec 
las a uma terceira EF, sã 


AB e CD paralle- 


llelas entre si. 


A Bum 
Be 

e ES DA 

E F 


AB e CD se encontrassem 
ponto traçar duas 


Porque, se as rect 
em um ponto M,poder-se-hia por es 


parallelas a EF. 


Se duas rectes são parallela; 
toda recta perpendic 

nite lr a uma, tambem € 
perpendicular à outra, 
Sejam duas rectas 
ABeCD paralelas, 
eK V perpendicalar a 
AB. — Vamos demons- 
trarque KV tambem 
é perpendicalar a € D. 
= Sapponhamos que 


Theorema 17. 


nn 


= 32 — — 33 — 


nv q pq erpen- 
adiculara KV, e que a perp mentares. e angulos externos do mesmo lado da secan- 


> D não fosse perpe 
CD não fosse Y te supplementares. 


dicular fosse CE uas perpendiculares 
as duas per] 


AB e.CE sende es elas = Oras por 
i mesma terceira KV são parallelas — Oras Por 
a uma - CD são parallelas — Como pe y 
hypothe lela a AB. con- 8 TA 
ponto C sa CCD coincide CE, e como. por construccäo, B 


$ cluimos que CD 2 
CE é perpendicular a KV. 


i c 
Theorema 18. -As perpendiculares. traçadas M > 
sobre duas rectas concorrentes, são concorrentes. 


A E B 


Sejam as parallelas ABe CD cortadas pela se- 
cante G K. 

Tomemos o meio O de GK. e tracemos TM, 
perpendicular commum a A B ¢ a C D. 

Os dois triangulos rectangulos TOGe KOM 
tem os angulos O iguaes, por serem oppostos pelo 
vertice, e as hypotenusas OG e OK iguaes, por 
construcgäo; então. são iguaes, e seus elementos são 
respectivamente igaaes: logo os angulos em K e em 

J G, alternos-internos, são iguaes. 


Se as perpendiculares AB e CE D'ahi deduz-se facilmente que os angulos alter- 
recta A OD perpen- nos-externos são iguaes. que os angulos corresponden- 
tambem o seria a DCE : tes säo iguaes, que os angulos internos do mesmo 
pelo ponto O, duas perpen- lado da secante são supplementares e que os angulos 


es, OC e 3 
lares, O Cp OD, a uma mesma recta externos do mesmo lado da secante são supplemen- 
“ que é impossivel, tares 


3 


Theorema 190 
pág in ane q SUS cortadas por uma secante, forınam angulos alternos- 
ternosexternos, S-internos | ee aed internos igaaes, ou angulos alterno-externos iguaes, 
angulos correspondentes i ou angulo, correspondentes iguaes, ou angulos inter- 

e ecante ae nos do mesmo lado da secante supplementares. on 


Reciprocamente.— Se, duas rectas AB e CD, 


ri 
y —4— Be 
{ ante supple- 3 
j augulos externos do mesmo Jado da seca porções AC € BD determinadas sobre as duas primei. 
f rE tares, ellas são parallels. Tas pelas dans segundas, são iguars. 


“Traço a diagonal BC, Os triangulos ABC e BCD 
São iguaes, logo seus elementos são pectivamente 
iguaes, e AC igual BD. E > x 


— Drahi deduz-se que duas rectas paralelas 4 
Be em toda sua extensão, logo, nunca E 
contram, 


Problema — Determinar o logar geometrico 
dos poatos do plano, que distam de ums recta dada, 
de uma distancia dada, 


Problema — Determinar o legar geometrico 
i Suppondo o angulo E igual ao angulo F, e CD dos pontos do plano, que distam igualmente ao mes- 
não parallela a AB, traçemos, pelo ponto F, a recta mo tempo de duas rectas que se cortam, de uma dis- 

FK parallela a AB. tancia dada. 

As duas rectas parallelas AB e FK formam an- Theorema 21 — Dois angulos que têm seus lados 
Kulos alternos-internos iguaes ; é preciso, pois, que os respectivamente parallelos e dirigidos no mesmo sen- 
angulos formados por FE com FKecom FD sejam tido são iganes. 
igaaes ; logo, FD coincide com PK, e é parallela a 
AB. A 

A demonstração relativa aos angulos alternos- o 
u correspondentes, internos do mesmo lado k 
da secante, externos do mesmo lado ia secante, é e 
analoga à que acabamos de dar. e B >. 


sh D 
Theorema 20 — Daas rectas parallela; compre- | 
hendidas entre parallelas são iguaes. a 

y F 


jam os augulos ABC e DEF, com os lados 

ee parallelos e dir gidos no mesmo seg- 
tido. 

Prolonguemos BC e ED até o seu encontro 

em K. 


formados pelas = 
secante BK; d'um modo avalogoos angalos 
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angulos ABC € DEV, com os 
ate SEN porém dirigidos em 
sentido contrario, notamos que VED an 
de DEF, logo tambem © supplemento E Es onai 
rulos ABC e DEV, que tem seus lad os res Be á 
te parallelos e dirigidos em sentido contrario, 


são, pois. supplementares. 


Consid 
lados respect 


Theorema 22 —Se dois angulos tem seus lados 

respectivamente perpendiculares € dirigidos no mes- 

mo sentido, elles sao 

B iguaes — se os lados 

respectivamente per- 

pendiculares sao diri- 

gidos em sentido con- 

trario, elles são sup 
plementares. 


Sejam os angulos 
€ — —P ACB e EDF com os 
SS lados respectivamente 
SS perpendiculares e di- 
q !igidos no mesmo sen- 

> tido, 


Pelo ponto C, traço 
CP perpendicular a 
CA, logo, parallela a 
7 DE; trago CT, per- 
Dendicular a BC, logo, parallela a DF, Os angulos PCT 
ata MA Ey Be RE precedente, No- 

re 
BCP, concluimos que ACB e EDE são AS 


ACB EOR que a lado: respectivamente 
Supplementares, Poi sentido contrario, sio 
tambem o será Des, KDE, i 


Stu igual x GEE de EDF, 


TTT, 
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lados d’um angulo, traçando perpendi 
pendiculäres sobr 
os lados d'este angulo, formamos um angulo DKE s e 


plemento do angulo dado ABC. 


Com efeito, prolongando EK, constatamos que 
os angulos DKA e ABC têm os lados respectiva- 
mente perpendiculares e dirigidos no mesmo sentido, 
logo são iguaes. 

Então, DKE supplemento de DKA, tambem o 
será de ABC. 


Se tivessemos tomado o ponto K fóra do an- 
gulo ABC, teriamos obtido dois angulos, FKD e 


N 
| 
| c 


Í B F 


ABC, iguaes, pois, os seus lados são respectivamente 
perpendiculares e dirigidos uo mesmo sentido. 


> ŘĖ, 
— 09 — 


. Em relação a um eixo de symetria, basta fazer 
girar uma delles, em torno do eixo, de um angulo 


de 1807 
a Quando uma figura Plana tem dois eixos de sy: 
E 1 ra yme 
Symetria tria perpendiculares um ao outro, o ponto de inter 


secção d'este dois eixos é o centro de symetria da 
figura, 


Como exemplo, temos o losango. 
Diz-se que dois pontos A e B são symetricos 
em relação a um ponto O, quando este ponto divide a 
3 em duas partes igases- . e 
Fe p é Translagäo— de uma figura n'um plano, é sua 
Duas figuras são syme- passagem para outro logar do plano, porém, todos os 
FRAG Ei EE um pon- seus pontos movendo-se parallelamente a uma direc- 


L: sc ção determinada e os percursos de todos os pontos 
2 Ao Eg pontos dão ire suas respectivas paralelis sendo iguaes. 
dois a dois symetricos em 
o relação a esse ponto, que Em outros termos, diz-se que uma figura plana 
se domina CENTRO DE sy- de forma invariayel é animada d'um mov.mento de 
A METRIA. translação no seu plano, quando se desloca neste pla- 


no, de tal modo que cada um de seus lados fique 

constantémeste parallelo á sua posição primitiva. 

O ponto de encontro das diagonaes de um pa- Nesse movimento, os pontos da figura considerada 
ralleiogrammo © um centro de symetria, descrevem rectas iguaes e parallelas 


Diz-se que dois pontos A e B são symetricos 
em relação a uma recta KV, quando AB é perpen- 
dicular sobre KV e é dividida no ponto C, onde en- 
contra KV, em duas partes iguaes. 


Daas figuras são sy- 
metricas, em relação a EE 
uma recta, quando seus 
Pontos são dois a dois 
*ymetricos em relação a 
esta recta, que se deno- 
mina EIXO DE SYMETRIA. 


es. 
Symetria, re 


ae um angulo de 180º, 


Polygonos 


Polygonos EQUILATEROS são os que têm os lados - 


iguaes, 


Polygunos EQUIANGULOS são os que têm os an- 
gulos iguaes 


_ Dois polygonos são equilateros entre si, quando 
tém os lados respectivamente igunes, e collocados 
na mesma ordem, isto é, seguindo os seus contornos, 
no mesmo sentido, o primeiro lado de um é igual ao 
Primeiro lado do outro, o segundo lado de um é igual 
ao segundo lado do outro, e assim por diante. 


D'um modo analogo, dois Polygonos são equi- 


angulos entre si, quando = 
tivamente ide er net a 


Polygonos z 

iguaes e os angulon Ananas são os que tém os lados 
Chama-se DIAG 

vertices de dois RAS arte une os 


se eens QUADRILATERO afi 

dan quadrilatero : unindo os ate Fados oppostos de 
los 

Oppostos Prolongados 05 de encontro dos 


obtem-se a TERCEIRA 


O um quagrita 
tero: prolo 
que se encontrem em K ene ee 


Seja ABD 
até 
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éa terceira diagonal, e a figura KACDVBK é um 
quadrilatero completo. 


c 


Perimetro — de um polygono, é somma de 
seus lados 


Podemos classificar os polygonos relativamente 
ao numero de seus lido*, 


O mais simples é o triıngalo, que tem tres la- 
dos, como já vimos 


Depois vem o quadrilatero, com quatro lados ; 


o pentagono, com cinco, 
o hexagono, com seis, 

o heptagono, com sete, 

© octagono, com oito, 

o enneagono, com nove, 

o decagono, com dez, 

o hendecagono, com onze, 

o dodecagono, com doze, 

o pentadecagono, com quinze, 
o icosagono, com vinte. 


Os polygonos de 13, 14,...17,...23,... lados 
não têm nomes particulares; diz-se um polygono de 
treze lados, um polygono de cincoenta e sete lados, etc. 
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a dos angulos de um trian- 


— À somm: 
Theorema 25 (Lei angular de THALES). 


gulo vale sempre dois rectos. 
A A 
B 


Seja o triangulo ABC. Prolouguemos o lado BC 
e tracemos CV parallela a BA, 


Os angulos B e VCK são iguaes, como corres- 
pondentes. 


_ Osangulos Ae ACV são iguaes, como alternos- 
internos, A somma dos angulos em C do mesmo lado 
de BK, perfazendo dois rectos, € esses angulo sendo 


Teapeelltameita igunes aos angalos do triangulo, con- 
os que a somma di EN ns 
bem vale dois rectos, 9 angulas do triangulo tam- 


Cada angulo de q i 
da somma dos dois fess TEN Ro piemento 


Si dois trj; E a 
den ipa bandos têm dois angulos respectiva- 
gulo será igual pred ângulo do primeiro trian- 
galo, erceiro angulo do segundo trian- 


igual 4 somma dos an- 
es do triangulo 


dois antas agudos Aier tem sempre pelo menos 


Anglos s 
Kulo são complementados Wum triangalo rectan- 


P Angulo de um’ 
at veg eid felingato equilatero 


: — (60 dos), vale os 


—_—— a 


a = 
org „Theorema 26—A somma dos anguios de am poly 
gono “qualquer, vale tantas vezes dois angulos rectos 
quantos sáo os lidos menos dois. 


Um polygono tendo n lados, 


B podemos tragar por cada vertice 
n — 3 dingonaes, e podemos 
a © decompol-o em n—2 triangulos 


O numero totıl de diagonaes 
de um polygono de n lados 
dado pels formula 


(1-3) n 


E 


A somma de todos os angu- 
los componentes dos triangulos. 
sendo igual somma dos angu ygono, essa 
somma será (n—2) vezes 2 rectos. ou 2 n + 


< do p 


Chama-se ANGULO EXTERIOR de um polygon: 
angalo formado por um lado e o prolongamento de 
lado adjacente, 


Em cada vertice de um polygono, a somma do 
angulo interior « do angalo exterior perf ectos. 
Se o polygono tem n lados, tambem tera n vertices. € 
a somma de todos os seus angulos interiores e exte- 


riores será 


a 
2n 


Se desta somma, subtratumos a somma dos an 
gulos interiores, que ¿2 n 4, achamos 


2n—(22—4)=2n ~20t4—4 


Logo, a somma dos angulos exteriores de am 
polygono vale sempre 4 rectos. 


Quadrilateros. — Entre o: quadrilateros, os mais 
interessantes si 

O PARALLELOGRAMMO. que temo. lados oppostus 
parallelos. > 

© RECTANGULO, que é um parallelogrammo com 
seus angulos rectos, 


— 44 — 
+ LOSANGO; que ¿um parallelogramo com os qua- 
, í 
i tro lados iguses, x 
o QUADRADO. que tem 05 quatro lados iguaes € os — opostos iguaes € paralle- 
A p quatro angulos rectos, “Jos é um parallelogrammo. 
E i jadrilatero que == m 
d Ainda podemos citar o TRAPEZIO, quit Theorema 31 — As diago- 
q tem dois lados parallelos e dois náo paralelos Cc naes de um 
À : O trapezio que tem os lados não parallelos iguaes, D mo se cortam ao meio. 
` + um TRAPEZIO ISOCELES. | ae Deduz-se da igualdade dos triangnios AKB e 
4 O trapezio que tem um dos lados não parallelos, : 
f perpendicular aos lados parallelos, é um TRAPEZIO REC- 
; > TANGULO. a D Theorema 32- As dia- 
] , =. gonses do rectangulo são 
iguaes. 


a 
g Theorema 27 -Uslados oppostos de um parallelo- x 

grammo são iguaes, bem como os angulos oppostos. ee da igualdade 
dos triangulos rectangu- 
, A p Basta para issotraçar a B c los, CAB e BDC, = 


A diagonal DB. A igualdade . 
dos triangulos ABD e BDC Par 
resolve a questão. y 


| ý = Tbeorema 33—As diayonaes dolosango são ortho- 
| 3 y pase gonaes. 
eorema 28— Todo quadrilatero que tem seus 
f Hidos ço igaaes, é um parallelogrammo, i 
Theor ps i 
4 EEN ema 29 Todo quadrilatero, que tem seus 


les, é um Parallelogrammo, 
A A= 
AB o 
-A 
E Decio reetos 


D=2 rectos 


Deduz-se da igualdadade dos triangulos BAK 
a 


8 DAK. 


N 
— 46. — 
As diagonaes do quadrado cortam-se ao meio, 
são iguaes e são orthogonaes. 
Porque o quadrado é parallelogrammo, é rectan- 
gulo ¢ é losango 
I 
| 
| 
j 
1 
i 
i 
“ 


| 
3 


2* PARTE 


